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POLITECHICA

1. Introduccion

* La computacion cuantica surgio, a
principios de los 80 del siglo pasado, de
la necesidad de simular procesos
cuanticos, lo que supone un coste
computacional inabordable para un
ordenador clasico.

* Propuestas de Benioff, Deutsh y
Feynman: La evolucién de un sistema
cuantico se puede considerar como
herramienta de calculo.

» El algoritmo de Shor (1994) abre la
posibilidad de que los ordenadores
cuanticos puedan romper el criptosistema
RSA.
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2. Representacion de la informacion

La unidad de informacién en computacion cuantica es el qubit:|0), 1)
Se representa mediante un sistema cuantico de dos estados.
Por ejemplo el spin de un electrén, o la polarizacién de la luz.

Un estado cuéntico puede ser superposicion de los dos estados bésicos:

¢=a|0}+b|1) con a, b nUmeros complejos tales que |a|2+|b|2=1

Un estado cuantico de un qubit es un vector unitario de un espacio de
Hilbert bidimensional complejo H

B, = []0), |1)] es base ortonormal del espacio de Hilbert

S GIEMATIC
"""""" il ey /

01/04/2014



/
) M
Medir un estado de un qubit
Sistema de Base
AT EIRERIRICY |
medida ortonormal
Instrumento de
medida
¢ = al0) + b|1) By =[]0}, |1)]
Medida | Estado resultante | Probabilidad
f = 0) Il
IaI
1 162
—1)
bl i
Cuando se mide un estado, se modifica de modo irreversible
proyectandose sobre uno de los estados de la base
“tSIEhAAJTC:
\_ TR AT
i [T
 rourecaaca I
Medir con otra base ortonormal
By =[+), | -) [+) ;rUn> ) = ;r|m-—un
1 1
O=—=((+)+]|-)D IH==(U+)—| -
|0) VE(l Y+H1-D, 1) = 7 A+ =1-»
Estado | Medido con B;se obtiene Medido con B, se obtiene
[0) |[]0), con probabilidad p=1
[1) |]1), con probabilidad p=1
| +) con prob. p=1
| =) con prob. p=1
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3. Estados de 2-qubits. Entrelazamiento

Un 2-qubit es un vector de norma 1 de Hilbert H,=HQ®H
Una base ortonormal de este espacio es

B, = []00), [01), |10), |11)]

Si no ha lugar a confusioén, se puede escribir B,=[|0>,|1>,|2>,|3>]

Hay estados de H,, que son producto tensorial de 2 estados de 1-qubit
1 V3 V3 3, (1 V3 o\ (1 V3
imn} - T|m) + T|m) - 1|11} = (Em) + Tll)) (§|(1) - Tll))

Y estados entrelazados (entangled) que no se pueden poner como
producto tensorial de dos estados de 1-qubit
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o) Un ejemp|0 de estado entrelazado

75100) + —5[11)

No puede haber nimeros complejos a,b,c,d tales que
1

(a]0)>+b|1)) ®(c|0)+d 1) = :

(100)+11))

QI

Ya que para que esto ocurra deberia ser
ac#+0,bd+0,ad =0,bc=0

... y esto es imposible
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Medir un qubit en un estado de 2-qubits

Usamos B, para medir el primer qubit de ¢ = a|00) + b|01) + ¢|10) + d|11)

(con |a|*+|b|*+|c|*+|d|*=1)

Medida: | Probabilidad: |Estado resultante
©00) + ——2—jo1)
0 la|2+|b]? VIaP + b2 VI + o)
1 oy + —L
lel?+]d|? VIR + 1P NIRRT
X GIEMATI
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Si el estado es entrelazado
Medida: | Prob: | Est. resultante
1 1
5100) + —511) 0 |1/2 100)
1) |(1/2 [11)
Si se mide el segundo qubit se obtiene el mismo
resultado de la medida con probabilidad 1.
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4. Estados de n-qubits
Un n-qubit es un vector unitario del espacio
H-H®.Q® H.
il B, = [|xj),j =1..2" — 1], con x; € {0,1}"
_ 2n 1 2 I
Un estado: ¢) — E afjl-'lf'j): Z |a3 =
=0
Notacion: Si no hay lugar a confusion escribiremos:
27 —1
Bﬂ- - HO>3 Ty ‘2?& - 1)] Y Qﬁ': ZO a’j"?)
J:
“tSIEhﬂAJTCZ
\ o iperrabi Gete. Faiei Actuate /
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Medir el qubit k-€simo en un n-qubit
Estado | Medida Estado final Probabilidad
1 2
Yo 0 = Y al) =Y ol
<2 Vﬁ%
0<a2n <z
=0 r,=0
1 2
Z alr)| 1 | — Z ag|z) [ p1 = Z ||
<z 2n \/P_l
0<e2m <z 2n
=1 rp=1
“tSIEhﬂAJTCZ
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"7 5. Transformacion de la informacion

Transformaciones cuanticas >operadores unitarios

Puertas de un qubit: |, u Jy=

Como son aplicaciones
lineales, para describir
una puerta cuantica,
basta conocer las
imagenes de los
elementos de la base (B,).
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POUTECHICA
p=—=

" Expresiones matriciales

Matrices de Pauli:
1 0 0 1 - (1 0
=(1) x=(a) 2=( 4)

1 0 1 /1 1
Za: = i adamard: - —
(U e”“) imiiriid V2 (1 —1)

Las transformaciones ortogonales son reversibles. La matriz asociada a la
transformacion inversa de U es la matriz inversa de la asociada a U.
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Puertas de 2-qubits
Una puerta de 2-qubits es una transformacion ortogonal en H, que, por
ejemplo, puede ser el producto tensorial de puertas de 1-qubit:
U V(lzize)) = U(|z1)) ® V(|22))
T —
he o fp———
Ly GIEMATIC
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Ejemplos:
1.Negacion en el primer qubit: Xl — X ® I
0O 0 1 0
00 01
X =
! 1 000
0100
2. Transformacién Walsh-Hadamard: W2 — H 0% H
12 1212 1)2 Wa(100)) = 3(00) + 01) + [10) + 11)
Woo |12 12 12 -1 2
Tl 12 -12 -12
12 -1/2 -1/2 1)2
y SEMATIC
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Puertas Cyqr

Negacién condicionada = cambia un bit cuando el otro es 1.
Es una puerta de 2-qubits que no es producto tensorial de dos puertas de 1 qubit

Craltime) = 2121 B a9),  Cop|r19) = |11 B L9 29)

_Q__._ RN S
1 0 0 0 1 0 0 0
01 00 00 01
=100 1] 2 |oo1 o0
0010 0100
GIEMATIC
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Preparacion de un estado entrelazado
1
H®I(|00 =) = B (100 > +]10 =)
Ay
1 | 1 |
Cy2| —= (|00 > +[10 >) | = —=(]00 > +|11 >)
v2 V2
%) H l
ly) @
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Puerta control-U

Para cualquier puerta de 1-qubit U se puede definir la puerta de 2-qubits que
hace actuar U sobre el segundo usando el primero como qubit de control.

AU |0z) = |0x), AU|lz) = |1) @ Ulx).

I Cio = AX
U]
“tSIEhﬂAJTCZ
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Puerta Swap

S|zrixe) = |xoxy)

oo o
= =

oo~ o
== =]

NN,

™

S = C12021Cha.
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" Puerta de Toffoly

Transformacion de 3-qubits que cambia el tercero
cuando los dos primeros son iguales a 1.

Se puede
construir con iy

1
puertas Cyory
control-U o ’ﬁ @ @ -

La puerta de Toffoly es universal para la computacion booleana, ya que
permite implementar la negacion y el AND :

T(1,1,2)=1,1,7)  T(|lz,9,0)) = |v,y.2 Ay)
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"~ Otras transformaciones unitarias

Transformacion Walsh-Hadamard de n-qubits:

2"—1

T T

(,

W,=H®-

Transformacion cudantica asociada a una funcion booleana:

f:{0,1}" = {0,1}™ Us : Hntm — Hnsm

Us(lz) @ b)) = |z) @ [b© f(x))
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"7 Ejemplo
f:{0,1} — {0,1} — Uy :Ha — Ha,
Ug(lz) @ [b) = |z) @ [b@ f(x))
Con |b) = |0) Ur(lz) ® |0)) = |z) ® | f(z))
Si ponemos I ) 7(|0>+ |1))
Url0,b) = T(UHU 0)+Ugl0.1)) = 7 (10, £(0)) +10, £(1))
Tenemos10) A1) en un solo qubit (ésta es I base del paralelismo cuintico)
GIEMATIC
TEnEeEE )
\

" 6. Teorema de no cloning
No existe U : Hygp, — Hay, tal que U(¥ ® |0)) = ¥ ® ¥ para todo n-qubit .

Demostracidn. Sea U una transformacion unitaria U : Hy, — Hy, tal que U(je)®0)) = ja) ©|a)
yU(|b)210) = |b) @ |b) tal que a # by 0<a,b< 2",

Consideremos el n-qubit ¥ = %(la) +|b)). Entonces

U(¥8[0)) = = (Ulla) @ 0)+ U(Ib) € [0))) =

T (|a) Qla)+[b) @ (b)) £V QY

v
No existe una fotocopiadora” cuantica
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